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OBSERVACIONES AL ALUMNO 

Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 

1. UNA PRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para OR si ha completado el 
curso satisfactoriamente. 

2. UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la unidad. El diagrama 
consta de: 
a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 
b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 

detallado. 

ce) cuadros negros (a la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene poco tiempo. 

3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 

4. UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 

5. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 


NUMERACION E INDICADORES 

Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación 4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior 
de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 

En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 


del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 
o tenga que omitir parte del texto por falta de tiempo. 

También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. 

»** Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
zará con ello sin necesidad de memorizarlo deliberadamente. El punto principal de este curso es no aprenderse los datos de me- 
moria; nosotros creemos que es más importante que entienda el trabajo y sea capaz de aplicarlo en la solución de los problemas. 
** Este es de menor importancia, pero tiene material al cual nos referiremos más adelante. 

* Esto generalmente no lo guía a trabajos adicionales er este curso y lo puede omitir si tiene poco tiempo. 

M Indica el final de cada ejemplo, ejercicio o solución. 
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Objetivos 


El propósito fundamental de esta unidad es el de presentar el con- 
cepto de número complejo con algunas de sus propiedades. 


La comprensión de este texto capacitará al lector para: 


(1) 
(ii) 
(111) 
(iv) 
(v) 
(vi) 
(vii) 
(viii) 
(ix) 
(x) 
(xi) 


Nota 


el manejo de una función biunívoca que permite pasar de coor- 
denadas polares a cartesianas y viceversa; 

multiplicar números complejos expresados en su forma polar o 
cartesiana, y apreciar las relaciones entre las correspondientes 
operaciones binarias en cualquiera de las dos formas; 
encontrar el argumento, el valor principal del argumento de un 
número complejo y el del producto de dos números complejos 
(para complejos nulos); 

manejar números complejos utilizando la notación x + ly; 
hallar la parte real y la parte imaginaria de una expresión en 
que aparezcan números complejos; 

hallar las raíces de cualquier ecuación cuadrática; 

representar los números complejos en un diagrama de Argand; 
dividir complejos tanto en su forma polar como cartesiana; 
hallar el módulo y el conjugado de un número complejo; 

usar el teorema de De Moivre para encontrar las potencias en- 
teras de los números complejos; 

reconocer circunferencias, rectas y regiones encerradas por cir- 
cunferencias o por rectas, especificadas en términos de núme- 
ros complejos. 


Antes de comenzar a trabajar sobre este texto por correspondencia, 
el lector debe haber leído la introducción general para el curso de ma- 
temáticas en la Guía de estudios, para captar la filosofía fundamental 
del curso. Deberá también estar familiarizado con la sección que es- 
plica cómo se construyó este texto y el sentido que se ha asignado a 
las estrellas y otros símbolos que aparecen en las márgenes; esto le 
indicará la mejor manera de aprovechar esta obra. 
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Diagrama estructural 
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Conjunto de los 


números complejos 
21.3 


Algebra de los 
números complejos 
27.4.1 - 27.4.4 


Conjuntos de puntos 
en el plano complejo 
27.4,5 
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Glosario 


AMPLITUD 
ARGUMENTO 


CONJUGADO 


COORDENADAS 
POLARES 


DESIGUALDAD 
TRIANGULAR 


DIAGRAMA DE 
ARGAND 


EJE 
IMAGINARIO 


EJE REAL 


MODULO 


NUMERO 
COMPLEJO 


PARTE 
IMAGINARIA 


PARTE REAL 


PLANO COMPLEJO 


Ver argumento. 


El argumento (amplitud) de un número com- 
plejo (x, y) es el conjunto [0:p(,0) = (x, y)) 
donde p es la aplicación, de varios a uno, de 
coordenadas polares a coordenadas cartesia- 
nas, y (x,y) 4 (0, 0). 


El conjugado del número complejo 2 = x + ly 
es Z= x — ly; esto es, el número complejo 
que tiene la misma parte real que 2 y cuya parte 
imaginaria es (—1) por (parte imaginaria de 
z). Si z tiene coordenadas polares (r, 0), en- 
tonces z tiene coordenadas polares (r, —60). 


Si un punto p del diagrama de Argand repre- 
senta al número complejo z, donde r = OP (la 
distancia de P al origen) y 0 es el ángulo (me- 
dido en el sentido contrario al movimiento de 
las agujas del reloj) que forma el segmento OP 
con una dirección fija, entonces r y 6 son las 
coordenadas polares de P (o de 2). 


La desigualdad triangular para números com- 
plejos es 


Iz, + 22] < lz,1 + lz21. 


Un diagrama de Argand es el plano cartesiano 
en el cual se representan los números com- 
plejos. 

El eje imaginario es el conjunto (0, y):y ER 
en el diagrama de Argand. 


El eje real es el conjunto ([(x, 0):x E Rj| del 
diagrama de Argand. 


El módulo del número complejo 2 = x + ly es 
Vx? + y?. Si z tiene coordenadas polares 


(r, 0), entonces el módulo de z es r. 


Un número complejo es aquel que puede escri- 
birse en la forma x + y; las sumas y produc- 
tos de complejos se realizan utilizando las 
reglas ordinarias de la aritmética y remplazan- 
do a ¿2? por —1. 


La parte imaginaria del número complejo x + ly 
es y. 


La parte real del número complejo x + ly es x. 


El plano complejo es el conjunto de puntos del 
diagrama de Argand correspondientes al con- 
junto de los números complejos. 


vii 


MB27.0 


Página 


15 


33 


37 


19 


19 


19 


33 


19 


19 
19) 


20 


TEOREMA DE 
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VALOR 
PRINCIPAL 
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Un caso particular del teorema de De Moivre 
establece que: (cos9 + ¿sen0)” = (cosnó + 
¡senn0), donde n € Z*. 


El valor principal del argumento de un número 
complejo no nulo es el elemento del argumento 
del número que está en el intervalo [0, 27]. 


Página 


40 
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Notación 


Los símbolos se presentan en el orden en que aparecen en el texto: 


Ra El vector geométrico obtenido al notar el vector geométrico 
a alrededor del extremo romo de su flecha un ángulo de 
90” en el sentido opuesto al movimiento de las mane- 
cillas del reloj. 


(r, 8) Las coordenadas polares de un punto (o número com- 
plejo). 

Ri El conjunto de los reales positivos y el cero. 

p La aplicación de varios a uno 


(r,6) —— (r cos 0, r sen 0), 
(1,0) e Ri x R). 


Á El conjunto 
((r,0):re R*,0 < 0 < 2x) u ((0, 0)). 


P La correspondencia biunívoca 
(r, 0) —> (r cos 6, r sen 0), 
(r,0 € A). 
D2r Adición módulo 2r. 
S La operación sobre el conjunto de coordenadas cartesia- 


nas que corresponde a la multiplicación sobre el conjunto 
de coordenadas polares. 


arg(x, y) El argumento de (x, y). 
Arg(x, y) El valor principal del argumento de (x, y). 


x+ di El número complejo (x, y). 


2 

Rez La parte real de z. 

Im z La parte imaginaria de z. 

lz] El módulo de z. 

z El conjugado de z. 

Es El conjunto de los complejos no nulos. 
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Bibliografía 


Una somera y muy breve introducción a los números complejos puede 
encontrarse en el folleto: 


W. W. Sawyer, Mathematician's Delight (Penguin Books, 1959). 


Una presentación más completa a los números complejos y sus pro- 
piedades se encuentra en: 


F. J. Budden, Complex Numbers and their Applications (Longmans, 
1968). 


27.0 INTRODUCCION 


Con el objeto de entender completamente lo que son los números 
" complejos y el por qué son importantes, es necesario conocer algo de 
su historia. El sistema de los números complejos es una generaliza- 
ción natural del de los reales, generalización que fue intuida por los 
matemáticos griegos; la pregunta básica que afrontaron los antiguos 
fue esta: 


¿Existe algún número que multiplicado por sí mismo dé —1? 


No fue muy difícil para ellos decidir que tal número no existía argu- 
yendo, muy correctamente, que el cuadrado de cualquier cantidad 
positiva o negativa es siempre positivo. Por otra parte era desconcer- 
tante para ellos llegar a ecuaciones que sólo tendría solución si se 
aceptaba la existencia de V=1. 


Diofanto (275 A.C.) fue el primer matemático en reconocer que el con- 
junto de los números reales es, en cierto sentido, incompleto. Intentó 
resolver el problema, aparentemente razonable, de hallar los lados de 
un triángulo rectángulo de perímetro 12 y área 7. Esto lo condujo di- 
rectamente a la ecuación (en notación moderna) 


6x? — 43x + 84 =0, 


donde x es la longitud de uno de los lados del triángulo. 


Esta ecuación tiene soluciones en que aparecen raíces cuadradas de 
cantidades negativas. 


Los antiguos matemáticos interpretaron tal tipo de ecuaciones como 
representantes de hechos imposibles. Pacioli (1494) estableció que la 
ecuación x? + c = bx no podía resolverse a menos que b? > 4c, 
y Cardano (1545) describía la ecuación x* + 12 = 16x? como 
algo en esencia “imposible”, llamando “ficticias” a las raíces de 
dicha ecuación. Sin embargo, Cardano hizo uso de las raíces negati- 
vas en sus cálculos para resolver el problema de dividir 10 en dos 
partes, de tal suerte que su producto fuese 40; encontró que las dos 
partes eran 5 + V-15 y 5 — V—-15. Gauss fue el primero en dar a 
tales expresiones el nombre de “números complejos”. 


Por esos tiempos los números complejos tenían cierta cualidad mís- 
tica. Los matemáticos estaban seguros de su inexistencia; a pesar 
de esto, suponiendo su existencia estaban en capacidad de resolver 
rápidamente ciertos problemas. Los complejos fueron utilizados como 
artificios de cálculo, pero al analizarlos más profundamente se tenían 
como algo sospechoso; tal suspicacia se refleja en las palabras que se 
utilizan aún hoy, tales como número “real” y número “imaginario” 
como si el uno fuese más “real” que el otro. 


La mayor equivocación de los matemáticos de la antigiedad estuvo 
en el hecho de que ellos no apreciaban que las matemáticas, al con- 
trario de la física, no es algo que exista, con la esperanza de que el 
hombre descubra todos sus misterios, sino que es una creación propia 
del ser humano. Así, la “raíz cuadrada de menos uno” existe si deci- 
mos que ella existe; es asunto nuestro asignarle significado a tal 
frase teniendo el cuidado, claro está, que sea consistente con cual- 
quiera de las definiciones que se hayan introducido en el sistema 
considerado. 


Wallis (1673) parece haber apreciado este hecho. Estableció que se 
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tenía el pensamiento de que la raíz cuadrada de un número negativo 
entrañaba algo imposible; sin embargo, lo mismo se podría afirmar 
del número negativo, aunque el último se podía explicar fácilmente 
en una aplicación física: 


“Estas cantidades imaginarias (como se llamaban ordinariamente) provenientes 
de la supuesta Raíz de un cuadrado negativo (cuando esto se presente), tienen la 
propiedad de implicar que el caso propuesto es imposible. 


En realidad esto es así, desde el punto de vista riguroso. No es posible que un 
número (negativo o afirmativo) multiplicado por sí mismo pueda dar (por ejemplo) 
—4, pues signos iguales (sea + o sea —) producirán +; por tanto no pueden 
dar —4, 


Pero es también imposible que una cantidad (no necesariamente un cuadrado) 
pueda ser negativa. No es posible que una magnitud pueda ser menor que la nada 
o un número menor que nada. 


Sin embargo tal suposición (de las cantidades negativas) no es ni inútil ni ab- 
surda, cuando se entiende correctamente. A pesar de que con respecto a la escueta 
notación algebraica significa una cantidad menor que nada, cuando llegamos a 
las aplicaciones físicas ella representa una cantidad tan real como si su signo 
fuese +, pero debe interpretarse en el sentido opuesto. 


John Wallis 


En esta unidad re-examinaremos el problema de definir V=1 a la 
luz de nuestros conocimientos sobre conjuntos, aplicaciones y fun- 
ciones. 
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27.1 UNA NUEVA FUNCION “EL CUADRADO DE” 371 


27.1.0 Introducción | 27.1.0 


Ya que estamos interesados en definir V —1 comenzaremos por exa- Introducción 
minar la función “el cuadrado de”: *or 


fix?  (xeR). 


3 9 
2 4 
1 1 
lo) 0 
1 -=1 
-2 -4 
-3 -9 
x —= Pa 


Nótese que R es un codominio conveniente para f, ya que contiene 
todas las imágenes de R bajo f, a pesar de que todas ellas son ma- 
yores O iguales a cero. Esto es, sencillamente, otra forma de estable- 
cer lo que los antiguos sabían: el cuadrado de cualquier número es 
siempre positivo (o cero). El número —1, ciertamente no es imagen 
de elemento alguno del dominio de f. 


Aparentemente hasta aquí llegamos; en este punto podemos pregun- 
tarnos: ¿será que nuestra definición para la función “el cuadrado de” 
no es satisfactoria? ¿Es posible agrandar el dominio de f a uno que 
contenga un elemento cuya imagen sea —1? Podemos definir una 
nueva y más satisfactoria función “el cuadrado de”? 


OSNO aan) 5“ 


Dejando a un lado, por el momento, el problema de cómo especificar 
este dominio más grande, vamos a considerar un problema mayor. 
Para hallar “el cuadrado de” alguna cosa debemos estar en capacidad 
de multiplicarla por sí misma. Así, vamos a necesitar una definición 
de “multiplicación” sobre este nuevo dominio. 


Nuestra línea a seguir es, entonces, la siguiente: Estableceremos 
cuál es el nuevo conjunto e introduciremos en él una operación que 
llamaremos “multiplicación”. Entonces nos será fácil definir la fun- 
ción “el cuadrado de” en términos de dicha operación. Una vez hecho 
esto, buscaremos el elemento cuya imagen bajo esta función sea —1. 
Esta técnica nos proporcionará una firme fundamentación para el 
estudio de los números complejos. 


¿Qué conjunto será apropiado escoger como dominio para nuestra 
nueva función “el cuadrado de”? La siguiente idea nos dará la clave. 


Supongamos que partimos de un vector geométrico a; denotemos con 
R la aplicación que “rota a a, alrededor de su extremo romo, 90” 
en el sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj”. Esto 
nos define una aplicación del conjunto de los vectores geométricos 
en el conjunto de los vectores geométricos. Denotemos con Ra el 
resultado de rotar á q un ángulo de 90” en el sentido contrario al 
movimiento de las agujas del reloj. 


Es importante observar lo siguiente: Al aplicar R dos veces a q ob- 
tenemos RoRa que es igual a — q. En otras palabras, si escribimos 
R”? para significar R aplicado dos veces, entonces 


RPa=-a=-1xa. 


> 


Tenemos entonces que 
R?=-—I, 

donde Jl es la aplicación idéntica: 
T:a— 4. 


Es posible concebir la existencia de conjuntos y aplicaciones defi- 
nidas en ellos, tales que 


(aplicación)? (elemento) = — (elemento) 


Intentamos ahora escoger el conjunto y la aplicación más convenien- 
tes para nuestras necesidades. 


Es importante hacer notar que nada hemos demostrado; estamos 
apenas desarrollando una idea intuitiva del conjunto y la aplicación 
que estamos buscando como algo que tal vez tenga que ver con vec- 
tores geométricos y la idea de rotación. 


' 


4 
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27.1.1 El conjunto de los vectores geométricos 


Hemos visto en la Unidad 22, Algebra lineal I, que una vez se haya 
determinado un punto fijo al que llamamos origen, entonces todos 
los puntos del espacio de dos y tres dimensiones quedan determi- 
nados por vectores geométricos. Si O denota el origen, entonces el 
vector geométrico op determina el punto P. 


P 


O 


En esta parte estudiaremos el conjunto de los vectores geométricos 
que están en un plano; sabemos que dicho conjunto forma un espacio 
vectorial de dimensión dos, con definiciones apropiadas de la multi- 
plicación por el escalar y la adición (como se ilustra en el siguiente 
diagrama). Sea V tal conjunto. 


yO 


jm 
1 
+ 
yor 


Previamente hemos construido el ejemplo interesante de un “álge- 
bra”, definiendo una operación adicional, el producto interno. En 
esta ocasión adoptamos una noción alternativa de “multiplicación”, 
basada en la idea de rotación alrededor de O. Ocurre que esta nueva 
“multiplicación” nos conduce a un álgebra muy satisfactoria con casi 
todas las propiedades del álgebra de los números reales. Antes de 
introducir esta nueva “multiplicación” sobre el conjunto de los vec- 
tores geométricos, necesitamos sortear un problema de notación que 
será el tema de la sección siguiente. 


27.1.2 Coordenadas polares y cartesianas 


Los vectores geométricos (y, por supuesto, los puntos del plano) se 
pueden representar tanto en coordenadas polares [(r, 6) como en 
coordenadas cartesianas (x,y). (Utilizaremos paréntesis rojos y 
negros para distinguir los dos significados de las parejas de números 
en este texto. Esta distinción no es usual en otros libros pero inicial- 
mente nos ofrecerá alguna ayuda.) 


En caso de que el lector no conozca las coordenadas polares, las des- 
cribiremos brevemente. Para obtener las coordenadas polares, ele- 
gimos un punto fijo, llamado origen, y una dirección fija. 


origen dirección fija 
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Discusión 
k + 


27.1.2 


Tema principal 
k £ * 


Entonces, dado cualquier punto A del plano, podemos especificar su 
posición mediante el ángulo 4 (medido positivo en dirección con- 
traria al movimiento de las agujas del reloj desde la línea fija) y la 
distancia r de A al origen. Entonces los números r y / se llaman 
las coordenadas polares de A o del vector geométrico QA. El origen 


O tiene coordenadas polares (0, 06), donde 0 es arbitrario. 


Las coordenadas polares son ideales para tratar problemas relativos 
a rotaciones, lo cual hace obvio el hecho de haberlas escogido aquí. 
Sin embargo las coordenadas polares adolecen de dos ventajas. La 
adición es complicada en coordenadas polares y, dado un origen O 
y un punto P, las coordenadas polares de P no quedan determinadas 
unívocamente. 


dirección fija 


' 


Si 0 determina la dirección de op en radianes, lo mismo lo hacen 
los ángulos 0 + 2kr, k = +1, =+2,... 
Las coordenadas cartesianas no ofrecen estas desventajas pero, por 


otra parte, ofrecen muchas dificultades para tratar las rotaciones, 
como veremos después. 


Trataremos de escoger lo mejor de cada sistema para definir nuestra 
nueva “multiplicación” en términos de coordenadas polares; luego 
encontraremos la operación correspondiente en términos de coorde- 
nadas cartesianas. Ante todo es necesario considerar cuidadosa- 
mente las relaciones entre los dos sistemas coordenados. 


Y coordenadas cartesianas coordenadas polares 


o dirección fija 


Dadas las coordenadas polares de un punto, ¿podemos determinar 
sus coordenadas cartesianas, y viceversa? 


MB27.1.2 


Definición 1 
*k £* * 


En términos de aplicaciones: ¿Existe una función que aplique coor- 
denadas cartesianas en coordenadas polares? 


Si tomamos en ambos casos el mismo origen y hacemos que la direc- 
ción fija de nuestras coordenadas polares coincida con la parte po- 
sitiva del eje x, es claro que 


x =rcos0, 


r sen 6. 


y 


Asi, 
p: (r, 0)—— (r cos 6, r sen 0) ((r,0)e R3 x R) 
polares cartesianas 


es la aplicación requerida, y es realmente una función. (R¿ denota 
el conjunto de los reales positivos y el cero). 


Nótese que 

(r, 0 + 21) —— (r cos 0, r sen 0) 
y en el caso general, que 

(r, 0 + 2kx)—— (r cos 0, r sen 0) (k=0, +1, +2,...). 
Además 


(0,8) ——-(0,0)  (0€R). 


0«0<2n 


6n<«0<8n 


Coordenadas cartesianas PA Coordenadas polares 


La función p es de varios a uno 


La aplicación p es, entonces, varios a uno de tal manera que su in- 
versa uno a varios es multívoca y por consiguiente no es función. 
Esto es altamente desventajoso pues significa que no podemos regre- 
sar de las coordenadas cartesianas a las polares unívocamente. Sin 
embargo, al restringir el dominio de p esta situación puede superarse. 


En vez de tomar como dominio a RN X R, tomamos el conjunto 
A = ((r,0):re R*,0 <0 < 2x) u ([(0, 0)). 


Para este dominio restringido, p es ahora biunívoca. Hemos excluido 


- 


MB27.1.2 


todos los (0, 0) excepto (0, 0) y hemos prescindido todos los valores 
0+ 2kr exceptuando a 0. 


Es claro que al cambiar el dominio de p, se modifica p: el dominio es 
una parte integral en la definición de la función. Utilizaremos la ma- 
yúscula P para designar esta nueva función: 


P:(r, 0) —> (r cos 6, r sen 0) (r,0) eR* x [0, 2x.[). 


P:(0, 0) —— (0, 0). 


Coordenadas polares Coordenadas cartesianas 
La función P es biunivoca 


La aplicación inversa, P71, es ahora una función. 


Dados (x, y), nuestro problema es, ahora, hallar los correspondientes 
(r, 0) en A. El valor de r se determina fácilmente mediante el teore- 
ma de Pitágoras: 


r= yx? + y 


Si r=0, entonces las coordenadas polares son (0, 0); si rx 0 
el ángulo 9 se determina unívocamente una vez calculados 


, 


(a) sen0 = 2 
Ñ 

y 

(b) cos 9 = a 
r 


puesto que sabemos que 0 <0 < 2r. 


Resumen 

Hemos hallado una función biunívoca P de coordenadas polares a 
coordenadas cartesianas, que nos permite pasar de un sistema co- 
ordenado al otro. 

Ejercicio 1 


¿Son necesarios tanto (a) como (b)? ¿Podríamos remplazarlos por 
tan 0 = zh 
E 


cuando xx 0? 


(i) Hallar dos ángulos 9, comprendidos entre 0 < 4 < 27, para 
los cuales 


sen 0 =1. 


(ii) Hallar dos ángulos $ comprendidos entre 0 < A < 2r, para 
los cuales 


WE 


Ms Y, 
cos 2 
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(Véase RB2) 


Resumen 
y YE 


Ejercicio 1 
(4 minutos) 


(Véase RB2) 


(iii) Hallar el único ángulo 9 comprendido entre 0 < 8 < 2r, para 


el cual 
Y3 


1 
sen =- == 
0 > y cosO s" 


(iv) Hallar los dos ángulos $ comprendidos entre 0 < 9 < 27 para 
los cuales 


Ejercicio 2 


Hallar las imágenes bajo p para 


o(03 


ES T 
11) [2,5 
Gi) a 
¿Cuáles son las imágenes de estos elementos bajo P? E 


Ejercicio 3 

Hallar las imágenes bajo la inversa de p de: 
0 (1/3 

(ii) (Y2, —/2) 

(iii) (0, 0) 

(iv) (0, 1) 


¿Cuáles son las imágenes de estos elementos bajo la inversa de P? 


27.2 “MULTIPLICACION” EN TERMINOS DE 
COORDENADAS POLARES 


27.2.1 Una nueva operación sobre el conjunto de 
los vectores geométricos 


En esta sección definiremos una nueva operación sobre el conjunto A, 

J 
llamada “multiplicación”; la denotaremos por o» y la interpretaremos 
geométricamente. 


Vamos a elaborar la definición en dos etapas. Primero, definimos 
dicha operación en el conjunto de todas las coordenadas polares 
Ri XX R. Si (ri, 01) y (rz, 02) son dos elementos cualesquiera 
de este conjunto, entonces definimos + por 


(r,,0,) 9 (12,07) = (rir2,0, + 9»). 


Si (ri, 01) y (rz, 02) son dos elementos arbitrarios del sub- 
conjunto A de R¿ X R, entonces esta definición, a pesar de que de- 
termina una operación binaria sobre A, no es clausurativa. Por ejemplo, 


3 Sr 
d+ (3.5) = 5 S 
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Ejercicio 2 
(2 minutos) 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


27.2 


27.2.1 


Tema principal 
* + * 


(continúa en la página 12) 
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Solución 27.1.2.1 Solución 27.1.2.1 


En realidad se requieren tanto (a) como (b); el resto del ejercicio 
intenta mostrar el porqué. 


(i) 


Tr Sr 
Respuestas: > y — 


6” 6 
(ii) 


E 
Respuestas: — y — 
pue 6 y 6 


(iii) 


ES] 


Tr 
6 


En general, una cualquiera de las ecuaciones 


(Mz y 


ala 


sen0 =a 
cosO = b 
tan0=c 


donde —1<a<1, —1<b < 1, tendrá dos soluciones en el intervalo 
[0, 2"[ correspondientes a dos puntos del plano. Por ejemplo, los 
puntos de coordenadas cartesianas (x, y) y (—x, —y) tienen ambos 
coordenadas polares 0 que satisfacen 


tan $ =? (x H 0). e 


Solución 27.1.2.2 Solución 27.1.2.2 


2 


(i) La imagen bajo p es [eos sen] = 


AA 
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(ii) La imagen bajo p es E cos, 28003) = (6 3). 


Las imágenes bajo P son las mismas tanto para (i) como para (ii). 


Solución 27.1.2.3 Solución 27.1.2.3 
(i) 
(1,/3) 


La pareja [23 es una imagen de (1, V3) bajo la inversa de p, 


7 
pero hay muchas más, por ejemplo, (25). 


4 


(1, /3) 


7n 
3 


En realidad hay un conjunto infinito de imágenes. Tal conjunto es 


((23+200) kez). 


(ii) 


(V2,/2) 


El lector puede haber contestado 


(l 5 pS 2), kez), 
(EE eS 2r).kez | 


ambas son correctas. 


(iii) ((0, 0) 0e R). 


áor ¿[1.5 + 24m). kez). 


(0,1) 


nia 


En cada caso, exceptuando (iii), la imagen bajo P-! es el elemento 
del conjunto de las imágenes bajo la inversa de p que se encuentra 
en el intervalo [0, 27 [. 


Las respuestas son: 


(i) [25] (ii) (2) (iv) (13). 


En el caso (iii) la imagen es (0, 0). | 


(viene de la página 9) 


y el miembro de la derecha no es elemento de A. La no clausurativi.- 
dad puede ser molesta porque necesitamos concentrar nuestra 
atención tanto como sea posible en A y en la función P (como opues- 
tasa R¿X R y p). Entonces, definimos ahora o por la fórmula A 


(r,,0,) > (12,02) = (r,r7,0, + 02(mód 27)), (r,,r, 40), 


donde 0, + 062(mód 27) significa la adición módulo 2r. 
Por ejemplo, si 


47 > 0, +0, > 2r, 
entonces 
9, + O2(mód 21) = 6, + 0, — 2n. 


(Se puede escribir 0,82,02 en vez de 0, +02 (mód 21): véase, 
por ejemplo, la Unidad 11, Lógica I para la definición de O,, la opera- 
ción de adición módulo 2.) 
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Definición 1 
* £* * 


No hemos superado aún el problema de la clausura puesto que, por 
definición, 


A= ((1,0):reR*,0<0< 2x3 u ((0,0)), 

y la definición 1 sólo se aplica al conjunto A,, donde 
A, = ((r,0O):reR*,0<0 < 21). 

Así, definimos 


(r, 0) > (0, 0) = (0,0) > (r,8) = (0,0)  ((r,0)eR* x R) 


(0, 0) o (0, 0) = (0, 0). 


La operación + es ahora una operación binaria clausurativa sobre A. 


Utilizaremos el mismo signo para las operaciones binarias sobre A y 
sobre R¿ X R, porque geométricamente, digamos en términos de 
combinaciones de vectores geométricos determinados por coordenadas 
polares, las dos operaciones coinciden. En consecuencia, hablaremos 
de una operación binaria, dejando que el contexto indique, si es ne- 
cesario, en qué conjunto estamos trabajando. Nótese que ambas 
operaciones binarias son conmutativas. 


Veamos ahora cuál es la interpretación geométrica de o. 


Geométricamente, esta operación se puede interpretar de la siguiente 
manera: Tómese el vector geométrico determinado por (r,, 0), 
amplifíquese (o comprímase) por un factor rz, y luego rótese alre- 
dedor de su extremo romo un ángulo 0, en el sentido contrario al 
movimiento de las agujas del reloj. 


Alternativamente, ya que la operación es conmutativa, podemos decir: 
Tómese el vector geométrico determinado por (rz, 02), amplifí- 
quese (o comprímase) por un factor r,, y rótese alrededor de su 
extremo romo un ángulo 9, en el sentido contrario al movimiento 
de las agujas del reloj. 


LLO rar 


Otra interpretación es la siguiente. Si consideramos que (r,, 9) 
determina una amplificación por un factor r, y una rotación de un 
ángulo 0, (como se describió anteriormente), entonces podemos 
pensar que es una función del conjunto de todos los vectores geo- 
métricos en sí mismo. (Comparar con la Unidad 22, Algebra lineal I, 
en la cual consideramos que un vector geométrico determina una 
traslación.) En particular, la función determinada por (r,, 9) 
aplica al vector geométrico determinado por (1, 0) en el vector geo- 
métrico determinado por (r,, 91). Podemos pensar que (r,,08,) > (r,,0,) 
es la compuesta de las dos funciones correspondientes. 


El asunto de interés, desde nuestro punto de vista, es la interpreta- 
ción de la operación que hemos definido en R¿X R oen A, en tér- 
minos de las coordenadas cartesianas correspondientes. Tenemos 
una aplicación que nos permite pasar de coordenadas polares a car- 
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Discusión 
* * 


tesianas. Ahora deseamos traducir estos conceptos al lenguaje de los 
morfismos, seleccionando la operación apropiada en el conjunto de 
las imágenes. 


Sean (ri, 01) y (rz, 02) elementos de A con r, 4 0, rz X 0. 
Entonces 


P:(r,,0,)——(r, cos 6,,r, sen 0,) = (x,, y1) 
P:(r,,0,) —— (r, cos 0,, r¿sen 0,) = (X2, y2). 
Además 
(r,,0,) o(r,,0,) = (r,r2,0, + 02(mód2r). 


Así definimos la combinación de (x,, y) con (x2, y2), corres- 
pondiente a la combinación de (r,, 01) con (rz, 02); es decir, si 
denotamos con 3, la operación sobre el conjunto de las imágenes, 
entonces 


(x1,y1) O (x2, y2) = Pl(r,r>,0, + 02(mód2x)) 
= (r,r,cos(0, + 6,), r,rzsen(0, + 0))). 
(Nótese que se puede prescindir de mód2r una vez tomados los 
senos y cosenos.) 


Este resultado no es de gran utilidad: sería muy conveniente que el 
miembro de la derecha apareciese en función de x;, x2, Y1 Y Y2- 
En primer lugar, nótese que É 


r,r,cos(0, + 0,) = r,r,(cos 6, cos 0, — sen 0, sen 6,) 
= X1X2 — Y1Y2- 
Análogamente, 
r,rz sen(0, + 0,) = r,ra(sen0, cos 6, + cos 0, sen8,) 
= Y1X2 + X1)2- 


Se concluye que la operación correspondiente sobre el conjunto de 
coordenadas cartesianas, denotada por (Y), se define mediante la 
fórmula 


(x1, 1) O (X2, Y2) = (X1X2 — Y1Y2,Y1X2 + X1Y2) 


Esta definición contempla también los casos en que (x¡, y1) O 
(x2,y2) toman el valor (0, 0). 


Esta fórmula es muy importante, pero afortunadamente no tendremos 
que memorizarla. En la Sección 27.3 introduciremos una notación 
muy cómoda que nos permitirá manejar los “productos” rápida y 
fácilmente. 


Nótese que e es más simple que 6): Esto significa que, tratándose de 
“multiplicaciones”, es más fácil trabajar en coordenadas polares. 


Resumen 


En esta sección hemos definido una multiplicación + en el conjunto 
de las coordenadas polares. Las ideas básicas de esta operación son 
las de amplificación y rotación de vectores geométricos. Hemos en- 
contrado también la operación f) inducida sobre el conjunto de las 
coordenadas cartesianas por el morfismo P. 
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Tema principal 
* $ * 


-Notación 1 


kk $ $ 


(Véase RB10) 


Definición 2 
hh h * 


Resumen 
* * 


MB27.2.1, 27.2.2 


La forma como se obtiene ) de + se puede condensar en el diagrama 
conmutativo del morfismo P para el caso en que r; % 0 y r2z % 0. 


(4,,0,) 42,02) — ryr2, 0, + 0,(mód 2x)) 
P P 


((<1, y 1), (X2, Y2)) 4x1 %2 — Y1Y2) Y 1X2 + X1)2) 


Ejercicio 1 i Ejercicio 1 
' , E (3 minutos) 
Llenar los vacíos de los diagramas siguientes: 


o(43163 
1 
LA 
o l(1E)—— >] 


P 


Pel 


La respuesta final a las partes (i) y (ii) debe ser la misma. 


(iii) (-/3, 1), (-2, -2) 


CS A 


iv (243,021 , ) 


pri 


pa 


La respuesta final a las partes (iii) y (iv) debe ser la misma. 


5 
27.2.2 El argumento 27.2.2 
Sabemos que la aplicación Tema principal 
p:(r,0)—>(x,y)  ((r,0)eR¿ x R) a 
es de muchos a uno. Para un valor dado de r 4 0 existen muchos 
ángulos 0 diferentes que lo aplican en el mismo par (x, y). Cada (continúa en la página 16) 
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Solución 27.2.1.1 
(1) y (i) 


(ai AZ 
(iii) y (iv) 


(43, 1,(=2, -2) >(2/3 + 2,23 — 2) 


(ho) lazo) — (ve 


El cálculo más difícil es el de la derecha. En (ii) podemos escribir 


y c ne cos rra OA 
cid OS 4+3 = 4 3 = , 


en: = BEN 4 00. _s 10) En E 
a LAA O 


En (iv) hay que calcular 
= /(Q/3 + 2? + (2/3 — 2) 
IN ETT ES ET PIO 
32 = 4/2, 
y hallar 4 de 
2/3 +2 3+1 
cos O = 47 = e 
2/3-2_y3-1 
4/2 2/2 


Hay que simplificar estas fórmulas, convertirlas a la forma decimal 


sen 0 = 


; , ml T 
y buscar en la tabla, encontramos así que el ángulo 0 = 15” = 7 
otro método de simplificación sería utilizando indentidades trigono- 
métricas. E 


(tiene de la página 15) 


uno de estos ángulos se llama un valor del argumento de (x, y). El 
argumento €s el conjunto de todos estos valores, de manera que 


arg (x, y) 


es el conjunto 


(0: pí(r, 8)) = (x, y))- 


MB27.2.1, 27.2.2 


Solución 27.2.1.1 


(Véase RB10) 


Definición 1 
R $ * 


Si 0, es un ángulo particular de este conjunto, entonces 
arg (x, y) = (0, + 2kn,ke Z). 
(El argumento se llama a veces la amplitud). 


Si P:(r, 0) —— (x, y), (r 4 0) 


decimos que el valor principal del argumento de (x, y) es 0 y lo de- 
notamos por Arg (x, y); así, 

Arg (x, y) = 0. 
El valor principal del argumento puede considerarse como el definido 
por la función 


Arg:(x, y)——0 (Qs y)ER x R,(x, y) % (0, 0). 


Nótese que Arg (x, y) es simplemente el elemento de arg (x, y) que 
está en el intervalo [0, 2r[, y que P-! selecciona este elemento 
del conjunto de todos los ángulos posibles, en el conjunto arg (x, y). 


Hemos visto, Unidad 19, Relaciones, que cualquier aplicación de 
varios a uno define una relación en su dominio; esto es exactamente 
lo que ha ocurrido con p. Dado (x, y), el conjunto de todos los 0 
tales que p:Ír, 0) —> (x, y) constituye una clase de equivalen- 
cia* que llamaremos arg (x, y). La aplicación P-* nos da el método 
de escoger representantes de cada clase de equivalencia. 


Ejercicio 1 


Hallar el argumento y su valor principal, para cada uno de los siguien- 
tes complejos: 


(i) (1,/3) 
(ii) (Y2, -/2) 
(iii) (0, 1) 


(El lector está capacitado para usar los resultados del ejercicio 
2D.) E 


* Realmente la clase de equivalencia es el conjunto de las parejas [r, 9), pero como r 
es el mismo en cada pareja, nos hemos tomado esta licencia matemática. 
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Definición 2 
* € «* 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


MB27.2.2 


Solución 1 Solución 1 


Gi) arg(1, /3) = E d+ zx, heZ) 
Arg, 3) =3 
(ii) arg(/2 -/2) = e 2 >r,keZ) 
Ar8(/2,-/2 = 3 
(iii) arg(0, 1) = E + 2kn, kez) 


Arg (0, 1) = 


Es natural hacernos la pregunta siguiente: Hemos definido la función Discusión 
Arg sobre un conjunto dotado de una operación binaria 8. ¿Existe > 
una operación [] tal que 


Arg ((x,, y1) O (%2, y2)) = Arg (x,, y1) DArg (x>, y2)? 


A pesar de que arg no es función, daremos respuesta a una pregunta 
más general: ¿Cuál es el argumento de (x,, y1) O (x2, y2) en 
función de arg (x,, y1) y de arg (x2, y2)? (Supongamos que exis- 
ten estos argumentos.) 


Supongamos que tenemos la situación siguiente: 


Coordenadas Coordenadas 
polares cartesianas 
(r,,0,) — (1, y 1) 
bra, 9,) > (%2, Y2) 
es decir, 


(rr2,0, +02) > (x1,y1) O (%2, J2) 
Sabemos ya que si r, % 0 y r2 4% 0, entonces 
| arg(x,,y,) = [0, + 2kr,keZ), 

arg(x>,y2) = [07 + 2km,ke Z) 
además, 

arg ((x,, y1) O (%2, y2)) = [0, + 0, + 2kn,keZ). 
Entonces podemos obtener arg ((x,, y1) O (x2, y2)) de arg (xi, y1)- 
y arg (x2, y2) usando cierta adición especial: podemos, por ejemplo, 
sumar cada uno de los elementos de arg (x,, y1) a cada uno de los 


elementos de arg (x2, y2). Sería más simple sumar un elemento de 
arg (x,, y) a cada uno de los elementos de arg (x2, y2) y viceversa. 
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Ejercicio 2 
Si (<1, y1) 4 (0, 0) y (x<2, y2) * (0, 0), ¿cuál es U] en 
Arg ((x,,y1) O (2, y2)) = Arg (x1) y 1) Arg (x2, y2)? Bm 


Resumen 


En esta sección hemos definido las aplicaciones Arg y arg, las cuales 
asocian un ángulo y un conjunto de ángulos con la pareja de coorde- 
nadas cartesianas (x, y). Arg (x, y) es el ángulo (medido en el sentido 
contrario al movimiento de las agujas del reloj) formado por la parte 
positiva del eje x y la recta que va del origen al punto (x, y). Hemos 
hallado también la operación (] inducida en el conjunto de los argu- 
mentos, que corresponde a la operación €) en el conjunto de las coor- 
denadas cartesianas sin (0, 0). 


27.3 EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS 
COMPLEJOS 


27.3.1 Números reales y complejos 


Volvamos al problema que nos hemos impuesto en la introducción del 
texto: hallar un nuevo dominio para la función “el cuadrado de”, de 
tal suerte que se pueda encontrar un elemento en su dominio cuya 
imagen sea —1. 


El conjunto que tomaremos como nuevo dominio de nuestra función 
“el cuadrado de” será el conjunto de todas las parejas de números 
reales (x, y). Denotemos* este conjunto por C; para la operación de 
“multiplicación” sobre C usaremos Q. 


A los elementos de C los llamaremos números complejos; esto es, cada 
número complejo es una pareja ordenada de números reales. Con el 
objeto de distinguir los dos números de esta pareja (y por razones 
históricas), al primer número lo llamaremos la parte real y al segundo 
la parte imaginaria del número complejo. 


Puede ser de utilidad representar los números complejos (x, y) sobre 
una gráfica, en la forma usual. A través del contexto llamaremos a 
esta gráfica un diagrama de Argand;. 


Sobre un diagrama de Argand el conjunto |(x, 0), x E R| se repre- 
senta por el eje x, y, puesto que identificaremos a este conjunto con 
el de los números reales, esta recta se llama el eje real. El eje y, que 
representa los puntos | (0, y), y E R|, se llama el eje imaginario, y 


* C es, claramente, R X R; ¿por qué darle otro nombre? La razón es que las parejas 
ordenadas de números se utilizan en diferentes sentidos. Aquí le hemos asignado un 
sentido particular, de manera que cuando usemos el símbolo pareja ordenada, sabre- 
mos automáticamente a qué nos referimos. 


tParece que esta representación gráfica fue sugerida por el agrimensor noruego 


Casper Wessel (1797) y posteriormente por muchos autores, entre ellos J. R. Argand 
(1806) y Gauss. 
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Ejercicio 2 
(4 minutos) * 


Resumen 
* * 


27.3 


27.3.1 


Definiciones 
* * $* 


Notación 1 
k hh * 


Definición 1 
Rh  * 


Definición 2 
Rh * * 


Definición 3 
* * * 


Definición 4 
+ * * 
Definición 5 
+ € * 


(continúa en la página 20) 


MB27.2.2, 27.3.1 


Solución 27.2.2.2 Solución 27.2.2.2 


Al revisar la tabla de las coordenadas polares y cartesianas, y al rem- 
plazar p por P nos sentimos tentados a decir que (J es +. Sin em- 
bargo esto no es del todo cierto. Por ejemplo, consideremos 


(x1,y1) = (21,0) 


(x2, y2) (0, 5 1) 


Entonces 


(X1,y1) 9 (X2, y2) = (0, 1) 


Arg(-1,0)=x y Arg(0, —1) = 5 


7 5 
Así, su suma es > pero Arg (0,1) = 


nia 


Nuestra experiencia anterior (cuando introdujimos la operación bi- 
naria para el conjunto A¡) nos indica que J es O), o sea, la 
adición módulo 2r. 


(viene de la página 19) 


el conjunto de los puntos que representan a C se llama el plano com- Definición 6 
plejo. Aa 
El plano complejo 


eje y 


20. cuadrante 1er. cuadrante 


Eje imaginario 


Eje real 


3er. cuadrante 40. cuadrante 
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La adición sobre C la definimos exactamente como lo hicimos en la 
Unidad 22, Algebra lineal I, para el espacio vectorial R Xx R: 


(x1,Y1) +(0%2, Y2) = (X, + X2, 1 + Yo). 


A pesar de que nuestra definición de adición ha sido extraída de los 
vectores geométricos, nuestra atención estará dirigida especialmente 
al conjunto C con sus operaciones algebraicas de adición y “multipli- 
cación”. 

Uno de los requerimientos que debe satisfacer el nuevo dominio de la 
función “el cuadrado de”, es que contenga a R como subconjunto. 
Hablando rigurosamente, R no es subconjunto de C, pero al consi- 
- derar el subconjunto 


D = ((x, 0), x€ R). 
Observamos que la adición D es de la forma 
(1,0) + (x2,0) = (x, + x2,0), 
que corresponde exactamente a la adición ordinaria entre números 
reales. 
Si definimos la función biunívoca 
Sux,0)—x  ((x,0)€D), 


Podemos dibujar el diagrama conmutativo siguiente: 


+ (en C) 
(lo, , 0), (262, 0) ==> (x, + x2, 0) 


] | 
+ R) 
(x1, x2) == X1 + X 


Como (x,, 0) O (x2, 0) = (x,x2, 0), también tenemos que 


((x,, 0), (x2, 0) —= (x,x2, 0) 


1 | 
(%1, X2) — 1 X X2 
Así, f es un isomorfismo de D en R tanto para la adición como para 
la multiplicación. Aunque R no es un subconjunto de nuestro nuevo 
dominio C, sílo es D, el cual tiene la misma aritmética que R. No es 
difícil trasladar problemas de R a D. Como (—1, 0) en C corresponde 


a —1l en R, podemos re-enunciar nuestro problema original de la 
siguiente manera: 


¿Existe un elemento (x,y) E C tal que 
(x, y) O (x, y) = (—1, 0)? 


Ya estamos en capacidad de resolver este problema; en la sección 
siguiente lo discutiremos. 


Resumen 


Hemos definido el conjunto de los números complejos como el con- 
junto RX R; también hemos definido las operaciones adición (+) 
y “multiplicación” (8) en dicho conjunto. El conjunto R puede iden- 
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Definición 7 
 * * 
Discusión 
* * 


Resumen 
* * 


MB27.3.1, 27.3.2 


tificarse con el eje x del plano complejo, o sea, con el conjunto D. 
Tenemos un isomorfismo: 


FAD; +. 9)——>R, +, x) 


27.3.2 La función “el cuadrado de” 27.3.2 
Es el momento de definir la función “el cuadrado de”: Tema principal 
+ + 2 


cd: (xy) (%y)90 (y) ((x,y)eC). 
El miembro derecho lo hemos escrito así para recalcar que es el 
“Cuadrado”; de nuestra definición sabemos que 

(x, y) O (x, y) = (1? — y?,2xy), 
de manera que 

ed :(x, y) (? — y? 2xy),  ((«,y)eC). 


Nótese que cd aplica C en C, y, aunque cd no aparenta ser nuestra 
conocida función real “el cuadrado de” (x=—>x?, x ER), las dos 
funciones tienen importantes propiedades en común.. 


Ya sabemos que 
ed :(x, 0)——(x?,0)  (xeR) 


de manera que la restricción de cd al subconjunto D es casi lo mismo 
que la función real “el cuadrado de”. 


Ahora una pregunta crucial. Existe algún elemento de C que tenga 
como imagen a (—1, 0) bajo cd? En otras palabras, ¿podemos escoger 
(x, y) de suerte que 


ed (x,y) = (-1,0)? 


(Recordemos que hemos identificado a (—1, 0) con —1.) Sabemos 
que 
cd (x, y) = (x? — y?, 2xy) 


y que dos parejas de números son iguales si y sólo si sus elementos 
correspondientes son iguales. Necesitamos que 


(x? — y?, 2xy) = (-1,0), 
Esto es, 


x?— y=-—1 


2xy =0. 


La segunda ecuación implica que alguno de los dos x = 0 ó y =0. 
Si y = 0, entonces la primera ecuación no se puede verificar para 
ningún real x. Por otra parte, x = 0 implica que y = +1. Hemos 
visto, entonces, que 


cd: (0, 1)——(—1, 0) 


y que 
ed: (0, —1)——(-1,0). 


Los números complejos (0, —1) y (0, 1) son las “raíces cuadradas” 
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de (—1, 0), y nos hallamos gratamente sorprendidos por hallar dos 
“raíces cuadradas”, lo mismo que ocurre con las raíces cuadradas 
de cualquier número real positivo. 


27.3.3 Una notación conveniente 


El desarrollo de los números complejos ha sido orientado hasta ahora 
en el sentido de conseguir bases firmes para construir, pero la nota- 
ción que hemos utilizado no es muy práctica. Presentaremos una 
notación que nos ayudará considerablemente en nuestros cálculos. 


Podemos expresar al número complejo 


(x, y) = (x, 0) + (0, y) 


en la forma x + y, o también x + yi, donde la letra ¿ se usa mera- 
mente como un símbolo notacional para indicar que y es el segundo 
número de la pareja original. Como hemos anotado antes, x se llama 
la parte real del número complejo y y la parte imaginaria*. La regla 
para la “multiplicación” de números complejos: 


(X1,Y1) O (2, Y2) = (X1X2 — Y1Y2,X1Y2 + X2J1) 
se convierte en 
(X, + iy), + 1y2) = (%1X2 — Y1Y2) + ¡(X1Y2 + X2)1), 


si aplicamos la convención del álgebra de números reales y prescin- 
dimos del símbolo especial €) para la “multiplicación”. (Ocasional- 
mente volveremos a utilizar el símbolo $ cuando queramos recalcar 
su uso.) 


Se puede verificar fácilmente que si multiplicamos el lado izquierdo 
de la última ecuación, aplicando el álgebra ordinaria de los reales, y 
sustituimos ¿ Xi por —1, obtendremos el miembro derecho. 


Recalcamos que no queremos sugerir que ¿ es algo que distorsione 
los números reales; es simplemente un símbolo para separar las dos 
partes de un número complejo. Sin embargo podemos usar las reglas 
algebraicas ordinarias cuando manejamos elementos tales como 
x + ly; esto justifica su nombre de números “complejos”. Es con- 
veniente en la práctica representar a x + y por 2. Denotaremos las 
partes real e imaginaria del complejo 2 por Re 2 e Ím 2 respectiva- 
mente; esto es, 


Rez = x 


Im z = y. 
Ya hemos visto la aplicación 
Plia—h0 26€ 


(pero en una forma ligeramente diferente (x, y) —— lr, 0), donde 
r= Vx? + y? y 0= Argz.) 


Sabemos que x = rcosó y y = rsenó. Si escribimos 


z=x+iy=rco0s0 + ir senO 


* Es un error común decir que la parte imaginaria es ¡y en lugar de y. 
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27.3.3 


Notación 
> Y * 


Notación 1 
h 


Notación 2 
h + * 
Notación 3 
* * $ 


es decir, 
z = r(cosÓ + ¡sen 8), 


diremos entonces que la expresión de la derecha es la forma polar 
del número complejo z. 


En vez de 2 X 2 escribiremos 2?, y así sucesivamente. 


Ejercicio 1 
(i) Expresar cada uno de los siguientes números en la forma x + ly: 
(a) 1+0)Q+D0Q-i) 


(b) (1 + 20)(1 — 21) 
(c) 1 + 31(4 + Si) + Q — (1 + i) 


(ii) Si 2. = 1 + 3 y 22 = 2-— i, calcular zíz,. 
(iii) Dibujar los puntos correspondientes a 1+3i y 2—1 en el 
diagrama de Argand. ña 


Ejercicio 2 
Hallar 


(i) Re((1 + 21?) e Im((1 + 21)?); 
(ii) Re(1 + 2i+ 312 +8) e Im(1 +2i+ 31 +1); 
(iii) Arg(1 +1) e Arg((1 + 1)?). E 


Ejercicio 3 
Sean 21 =X, +1), 

Z2 = X2 + l)Y2, 

Z3 = X3 + ly3. 
Demostrar que 

Z/(27 + 23) = 2,27 + 2,23 
y que 


(z, =s 23), 7 Z2Z1 añ Z3Zj. ES 


Ejercicio 4 


Sean z, = r,(cos 6, + ¡ sen 0,), 
z7 = ra(cos 0, + i sen 0), 
z3 = ra(cos 0, + ¡sen 0). 


Demostrar que 


Z1(2223) = (2,22)23. [E] 


27.34 Resumen de las propiedades de los 
números complejos 


Comenzamos con el problema de definir V—1 y el de extender el do- 
minio de la función “el cuadrado de” al conjunto de los números com- 
plejos; logramos también hallar elementos cuya imagen es (—1, 0). 
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Notación 4 
* Rh *« 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Ejercicio 3 
(1 minuto) 


Ejercicio 4 
(1 minuto) 


27.3.4 


Discusión 
* * 


En nuestra nueva notación es posible remplazar (—1, 0) por —1>+ 0 
de manera que 


(0+i?=-1+00, 


(0 — i? = —1 +10. 


Normalmente se podrían simplificar aun más estas expresiones es- 
cribiendo 


(-i? = —1. 


Esta abreviatura sugiere la afirmación común (aunque sospechosa) 
de que ¿ y —i son las raíces cuadradas de —1. 


Hemos hecho mucho más que examinar una parte de la historia de 
las matemáticas. El sistema que hemos desarrollado es una poderosa 
extensión del álgebra de los números reales. Hemos logrado impor- 
tantes ventajas estratégicas al extender nuestro sistema numérico a 
uno que contenga los complejos; bástenos considerar que el sistema 
de los números reales es, en cierto sentido, incompleto. Por ejemplo, 
es cierto que una ecuación polinómica de grado n tiene n soluciones 
complejas (algunas pueden coincidir), pero, a manera de ejemplo, la 
ecuación polinómica x? + 1 = 0 no tiene soluciones reales. 


Prescindir de los números complejos y sus aplicaciones tendría en la 
matemática de hoy un efecto casi tan severo como si prescindiéramos 
de los números negativos. 


A continuación haremos una lista de algunas de las propiedades de 
los números complejos. 
(i) x + ly es una forma conveniente para expresar el número com- 
plejo (x, y). 
(11) x1 + 1y, = x2 + ly2 si y sólo si x, = x2 y y1 = y2. 
(111) (au + 1y1) + (22 + ly2) = (x1 + x2) +1(y1 + y.) 
(Los complejos son cerrados para la adición). 
(iv) 21 + 22 =22 +21 
(La adición es conmutativa). 
(V) 21 + (22 + 23) = (21 +22) + 23 
(La adición es asociativa). 
(vi) (21 + 1y1) (x2 + 1y2) = (x1x2 — yiy2) + 1(x1y2 + x2y1) 
(Los complejos son cerrados para la multiplicación). 
(vii) 2129 = 2221 
(La multiplicación es conmutativa). 
(viii) 2, (2223) = (2122)23 
(La multiplicación es asociativa). 
(ix) z1(22 + 23) = 2122 + 2123 
(22 + 23)21 = 2221 + 2321 
(La multiplicación es distributiva con respecto a la adición). 
(x) Existen dos números complejos 0 + 0í y 1 + 0 (que no son 
iguales), con las propiedades de que, para cualquier número 
complejo 2, 


Z+(04+0)=z y  z(1+0i)=z. 
Sería conveniente comparar esta lista con las propiedades Re (1), 
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Resumen 
* € $ 


(continúa en la página 27) 


MB27.3.3 


Solución 27.3.3.1 Solución 27.3.3.1 


(i) (a) 5 + Si 
(b) 5 
(c) —11 + 131 
(ii) —10 + 201 
(iii) 


Solución 27.3.3.2 Solución 27.3.3.2 
() (1 + 2)? = (1 4 29)(1 + 2) = 1 + 4 + 41? =1 + 4 =4 = 
—3 + 41. Entonces Re((1 + 21)?) = —3. Además, Im ((1 + 2:)?) 
4. Nótese que, en particular, la respuesta es 4, no 41. 
(11) 1+ 2 + 312 + 1? =1+ 29 -3-1i=-—2 +1. La parte real es 
—2; la parte imaginaria es 1. 
(111) 


(1+ 1) 
nr 
4 
T 
Arg(l +1) =-. 
rg (1 + 1) 4 
2i 
n 
2 
d T 
Arg (1 + i)? = > lo 
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Solución 27.3.3.3 
Z1(22 + 23) = (X, + iy), + ya) + (%3 + iy) 
= (%, + iy) ( + x3) + iy, + ya) 
= (x(%2 + x3) — yi(2 + Ya) 
+ (X1(Y2 + Ya) + yy (x2 + x3)) 
= (X1X2 + X1X3 — Y1Y2 — Y1Y3) 
+ (X1Y2 + X1)3 + Y1X2 + Y1X3) 
= ((x1X2 — Y1Y2) + (X1Y2 + Y1X2) 
+ ((x1X3 — Y1Y3) + (X1Y3 + y1X3)) 
= 2/22 + 2,23. 
Como la multiplicación de los números complejos es conmutativa, 
(27 + 23)z, = Z,(27 + 23) 
= 2/22 + 2,23 
= 222, + 232. 


Por tanto, la multiplicación es distributiva con respecto a la adición. 
Nótese que se han utilizado las leyes asociativa y distributiva de los 
números reales. [És] 


Solución 27.3.3.4 
Z1(2,23) = r,(cos 6, + isen0,) 
x (rara(cos (0, + 03) + i sen(0, + 03) 
= r,rzra(cos (0, + 0, + 03) + isen(0, + 0, + 03)) 
= r,ra(cos (0, + 0,) + isen(0, + 0,)) 
x ra(cos 03 + i sen 03) 
= (2,27)z3. 
Luego la multiplicación es asociativa. 


Nótese que hemos usado las propiedades asociativa y distributiva 
de los números reales. Además la demostración de la asociatividad 
de la multiplicación es más fácil en coordenadas polares que en car- 
tesianas. po 


(viene de la página 25) 


Re (2) y Re (3) de los números reales que aparecen en la página 1 de 
la Unidad 6, Desigualdades. 


Nótese, en particular, que los números complejos son cerrados para 
la multiplicación. Se recordará que construimos una generalización 
de la “multiplicación” en la Unidad 22, Algebra lineal Ia la que lla- 
mamos el producto interno, y observamos que no era clausurativa 
sobre el conjunto de los vectores geométricos; por tanto, era difícil 
definir en forma adecuada una extensión de la división. En la pre- 
sente ocasión no se presenta esta dificultad. 
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Solución 27.3.3.3 


Solución 27.3.3.4 


Conocemos tres maneras de representar los números complejos: 

(1) En su forma cartesiana (x,y) (que se escribe preferencialmente 
como 2 = x + ly). 

(2) En forma polar (r,0). 

(3) Como puntos del diagrama de Argand. 

A, menudo confundiremos los términos de una representación o de 

otra, y sin embargo estaremos siempre en capacidad de distinguir 

los sistemas; por ejemplo, podemos referirnos al “punto x + iy” o 

decir que “un número complejo pertenece a una recta que pasa por 

otros dos números complejos”. En otras palabras, usaremos la repre- 

sentación más adecuada para nuestro propósito omitiendo estériles 

explicaciones en cada caso. 


Terminamos esta sección con algunos ejercicios que nos darán prác- 
tica para manejar los complejos y que nos presentarán algunos temas 
generales. 


Ejercicio 1 
Demostrar que el conjunto solución de la ecuación 


x2+2x+4=0  (xeR) 
es vacío. Mostrar que esta ecuación se puede escribir como una ecua- 
ción en C, es decir, 
2? + (2,0)z + (4, 0) = (0, 0) (ze C), 
la cual se abrevia en la forma 
2+22+4=0 (260) 
Entonces el conjunto solución es |—1+i V3, —1-—iV3]. A 


Ejercicio 2 


(i) Dibujar el punto 3 + 4: en el diagrama de Argand; dibujar luego 
los puntos 


(3 + 40), (3 + 40), 3 + 41), “(3 + 41). 


(ii) (a) ¿Cuál es el efecto geométrico de multiplicar un número com- 
plejo por 1 +1? 
(b) Dibujar 1+i en el diagrama de Argand; dibujar en seguida 
(1 +1)? e interpretar este resultado como una ampliación 
y una rotación del vector geométrico 1 +1. 
(c) Hacer lo mismo con (1 + 1)?. 
Expresar (1 +:i)'? en la forma x + ly. ER 


Ejercicio 3 
Demostrar que 
() 1+D6- +) =1 
(ii) (G + 40% — $si) = 1 
(iii) (a + ibjía — ib) = a? + b?. 
(Nótese que, como lo dijimos antes, hemos abreviado x + 0: en x, 
por lo cual hemos escrito 1 y a?*+b*? en los miembros derechos). 
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Ejercicio 4 
Si 2 = r(cosó + ¡sen0), donde r X 0, 
¿cuál es argz? E 
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Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Ejercicio 2 
(2 minutos) 


Ejercicio 3 
(2 minutos) 


Ejercicio 4 
(2 minutos) 


MB27.4.1 


27.4 EL ALGEBRA DE LOS NUMEROS 27.4 
COMPLEJOS 
27.4.1 División 27.4.1 
En esta sección investigaremos el concepto de división en el conjunto Discusión 
de los números complejos. Primero entenderemos con claridad lo que si 
significa división en el conjunto R. Supongamos que conocemos cómo 
multiplicar números reales; entonces, para cualquier real q no nulo 
sabemos que 
1 
qgx-=1 
Podemos definir la división por 
> 1 
p=qg=px-, 
q 
donde p ER. 
Cuando tenemos una operación binaria cerrada + sobre un conjunto, 
un elemento (identidad) e del conjunto tal que 
PI = 6 = Y 
y un elemento X tal que 
Xox=x0X=e 
para cada elemento x del conjunto, entonces podemos definir una 
operación inversa 3 para o, mediante la fórmula 
a3b=aob, 
> ye 1 
Para números reales podemos tomar «e por X, e por 1 y X por —(x 4 0); 
Xx 
entonces la operación que definimos es simplemente + . (Esta idea 
será discutida en la Unidad 30, Grupos 1). 
Seguiremos el mismo razonamiento: dado un número complejo a = 
a + ib nuestra primera tarea es hallar otro complejo 2 = x + iy tal 
que az =1. 
La mayor parte de este trabajo se dejará como ejercicio ya que conoce- 
mos los conceptos más importantes. El lector trabajará en este ejer- 
cicio cuando se presente el caso. 
Ejercicio 1 Ejercicio 1 
$ (1 minuto) 
Si 
(a + ¡bx + iy) = 1, 
demostrar que 
a —b 
== 3 ue Y = ——" 
A 
¿Hay complejos a + ib para los cuales no existe tal número x + iy? 
(5) 
. El último ejercicio nos muestra que una definición natural de = es Tema principal 
E] 
a— ib 
al + b? (continúa en la página 32) 
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Solución 27.3.4.1 


El hecho de que la ecuación tenga en R solución vacía se puede de- 
ducir de muchas maneras (véase RB5 si es necesario). Demostrar que 
los elementos dados satisfacen la ecuación en C consiste en hacer 
algunos cálculos. Por ejemplo, sustituimos, simplemente, —1 + ¡V3 
ep el miembro izquierdo para obtener 

(-1+ 1/3? + 4-1 +1/3) + 4 
y al simplificar nos da cero. 


En realidad, es necesario demostrar que no hay más elementos en el 
conjunto solución; esto lo haremos en el momento oportuno. E 


Solución 27.3.4.2 
(i) 


3+4i 


i(3+ 41) Á 
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Solución 27.3.4.1 


Solución 27.3.4.2 


MB27.3.4 


¡5(3+ 41) 


. 14(3+4i) 


1d 
Nótese que cada vez que multiplicamos por ¿, el vector geométrico 
correspondiente rota alrededor de su extremo romo un ángulo 


T S A E s ; 

de 7 en el sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj. 

(ii) (a) El vector geométrico correspondiente rota, alrededor de su 
Z , T A 

extremo romo, un ángulo Arg (1 +) = A en el sentido con- 


trario al movimiento de las agujas del reloj, y se amplía en 
un factor V2, ya que 


p] vV33 —»(L 1) 
(b) 


(141)? 


«1+i 


(c) Es claro que (1+1)'” se puede obtener al rotar el vector 
h geométrico de coordenadas cartesianas (1,0) un ángulo de 
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: T , ; 
diez veces 7 y amplificarlo en un factor de diez veces V2. 


El vector geométrico resultante tiene coordenadas polares. 


(ar, =) o sea (a 3) 


y sus coordenadas cartesiahas son entonces (0, 32), de suerte 
que el complejo resultante es 321. lo] 


Solución 27.3.4.3 


(1) (1+06-3)=3- 343-348 
_buds 
=3+3=1 
(ii) (3 + 406% — Hi) = 24 — Hi + Hi - 38P 
= 9 +146=] 
25 25 
(iii) (a + ibj(a — ib) = a? — aib + iba — ¡?b? 


= a? +b?. 


(Podemos estar seguros de que en cada paso hemos utilizado las 
propiedades de C). 1] 


Solución 27.3.4.4 


Si la respuesta es 0, el lector habrá olvidado que arg es una apli- 
cación de uno a muchos. La respuesta correcta es 


[0 + 2kn,ke Z) . E] 


(viene de la página 29) 


siempre que a + 1b A 0. 


Ahora podemos definir la división de números complejos por 


1 
41 +40 (22 4 0). 
2 


eE z PADUA 

(A veces escribimos en lugar de 2, + z2). Esta definición nos 
2 

conduce a dos conceptos más, relativos a los números complejos; los 


discutiremos en la sección siguiente. 


Solución 1 
Es dado que 
(a + iblx + iy) =1, 
y por consiguiente 
(ax — by) + i(bx + ay) = 1,* 
de suerte que 


ax—by=1 


bx + ay =0. 
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Solución 27.3.4.3 


Solución 27.3.4.4 


Definición 1 
*h * + 


Solución 1 


Entonces (al multiplicar la primera ecuación por a, la segunda por b 
y sumar) 


(a? + b?%)x =a 
de manera que 


E. 
a? + bh? 
siempre que a? +b?*AH0. 


En otras palabras, a*0 y bx*0 ya que no es posible que 
a +1b =0. 


Análogamente, y = Se siempre que a + 1bAH 0. 
Así, el único número para el cual no existe dicho x + ¿y es 0; esto 
ocurre exactamente igual en los números reales. |] 


27.4.2 Conjugado complejo y módulo 
Si 
z=xXx+iy (z 4 0), 


Ao 

hemos definido .. como 

x— ly 

x? + y 
Si 2 = x + ly, diremos, por definición, que x — ¡y es el conjugado 
de z y lo denotaremos por z (léase Z como “z barra”), 
es decir, Z= x — ly. 
Si z = x + ly, definimos el número no negativo r = Vx* + y” como 
el módulo de z y lo denotaremos por |z|. (Léase |2| como “mód 2”), es 


decir, |z]| = Vx + y?. 


Nótese que esto corresponde a nuestra definición de módulo de un 
número real, pues si y =0, entonces |z| = Vx* = |x|. 


Ejemplo 1 


Si 21 =2+ 31,2, =2-— 31,23 = 3,24 = —3i, 


entonces 
Z22=23, 
72; =2Z 
z3=3 
2 = 31 


Iz] =/2 +3? = 13 = 127] 
Izal = /3? = 3 = |z4). Ss 
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27.4.2 


Tema principal 
ER * 


Definición 1 
LD Y 2 


Definición 2 
* + * 


Ejemplo 1 


Ejercicio 1 


Comprobar los resultados siguientes, mediante las nuevas definiciones 


(i) zz = |2]? 
A 
Di (20) 
SA E lz, +0) 
(iv) +7 =2Rez q 
(v) z-Z=2ilmz. | 


Ejercicio 2 

(i) Representar z y 2 en el diagrama de Argand, para cualquier nú- 
mero complejo 2 = x + ly. 

(ii) Hacer una interpretación geométrica de |z,— 22|, si 21 y 22 
son números complejos arbitrarios. |] 


Ejercicio 3 
Reducir cada una de las siguientes expresiones a la forma x + iy: 


li | + i 


la 
ti "TI" 1 


Ejemplo 2 
Sabemos que Arg es una función de varios a uno; hemos visto tam- 
bién que 

Arg (2, O 27) = Argz, O,, Arg 2, (z,, 27€ Ci), 


donde C, es el conjunto de los complejos no nulos, (ejercicio 27.2.2.2.) 
Así, Arg es un morfismo de (C,, Q) en ([0, 2r[, Ox), 0, puesto 
en otra forma, Arg es compatible con GQ); además la operación binaria 
inducida en el conjunto de las imágenes es O,,. 


¿Es compatible Arg con la adición? Si su respuesta es afirmativa, 
¿cuál es la operación binaria inducida en el conjunto de las imágenes? 


Solución del ejemplo 2 


La manera más fácil de discutir la compatibilidad cuando el resul- 
tado no es obvio es, ante todo, considerar algunos casos particulares. 
Así, en este ejercicio, es conveniente tomar 21, Z2, 23 Y 24 en 
tal forma que 


Argz, = Arg), 
Arg z3 = Árgza 
y examinar 


Arglz, +23) y  Argílzz +24) 


para ver si son iguales o no. Si no lo son, como ya lo hemos visto en 
un contra-ejemplo, Arg no es compatible para + (Unidad 17, Lógica Il). 
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Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Ejercicio 2 
(4 minutos) 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


Ejemplo 2 


MB27.4.2 


Si lo son, debemos analizar más detalladamente el asunto de la com- 
patibilidad. 


Ahora, si Argz, = Argz22, los vectores geométricos que represen- 
tan a z; y a z2 forman el mismo ángulo con el eje real. Lo que resta 
del argumento se refiere al siguiente diagrama. Hemos tomado 
23 = 24, puesto que esto simplifica el argumento: y además nos 
ofrece un contraejemplo. 


Del diagrama, es claro que 


Arg (2, + 23) 4 Arglz, + Za). 
Así, Arg no es compatible con +, y no puede haber operación [] 


sobre [0,2"[, pues Arg es un morfismo de (C,, +) en ([0, 
2x (, O). 


Ejercicio 4 Ejercicio 4 
: E a e . (4 minutos) 
La aplicación módulo es una función de C en R¿. de varios a uno. 


¿Es compatible con la adición o con la multiplicación en C? Si lo es, 


¿Cuál es su operación binaria correspondiente en R¿? 3 

Ejercicio 5 Ejercicio 5 
(3 minutos) 

La aplicación conjugado es una función biunívoca de C en C. En- 

tonces es compatible con + y con Y. ¿Cuáles son las operaciones 

binarias inducidas en el codominio C? |] 

Resumen Resumen 

* * 


En esta sección hemos definido la división mediante 
L- Zi Za 
== 
zz  lz2| 


Hemos demostrado además los siguientes resultados: 


; 21 
21 +22=>—=2, 
z 


(z2 4 0). 


(i) |z,z2] = |2,1|z2| (Ejercicio 4) 
(ii) 2, 422=2, +2, (Ejercicio 5) 
(iii) 2,27 = 2,2, (Ejercicio 5) 
(iv) 22 = |2? (Ejercicio 1) 
(Y z7+2=2Rez (Ejercicio 1) 
(vi) z — Z = 2i¡Imz (Ejercicio 1) 


Los resultados siguientes, a pesar de su simplicidad, son de gran 
utilidad: 


(vii) (2) =z 
(viii) (z = 0) > (4 = 0) 
(ix) ld =1 


(x) [2] > Rez. 
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Solución 1 Solución 1 


(1) zz = (x + iylMx — iy) = x? — ixy + iyx — ?y? = x? + y? =]|2? 


LO IN 1 Z 

(m z XxA+y  |z? 

(iii) De (ii) y de la definición de + se deduce que 

(iv) z + Z = (x + iy) + (x — iy) =2x=2Rez 

(v) z — Z = (x + ly) — (x — iy) = 2iy = 2iImz. | 

Solución 2 Solución 2 


(i) El punto que representa a z es la reflexión en el eje real del punto 
que representa a z. 


Nótese que si z tiene coordenadas polares (r,0), entonces z 
tiene coordenadas polares (r, —0). 

(ii) Si representamos a 2, y 22 como vectores geométricos, enton- 
ces el vector geométrico que representa a z, +22 se obtiene 
al sumar vectores geométricos. Por tanto, 2; = 2 se obtiene 
invirtiendo el vector geométrico que representa a 22 y sumán- 
doselo al que representa a 2;. 


En el diagrama, OA representa a 21 y OB representa a 22. Así, AC 


representa a —22. Entonces 2, — 22 se representa por 06 = BA 
y lzi—22l| = OC = BA. Es decir, |z, — z2| es la distancia entre 
el punto que representa a 2; y el punto que representa a zz. | 
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Solución 3 Solución 3 


Podemos usar la fórmula 


21 _ 212 2,22 
22 Iza” 222) 
Así, 
ú) yes 1-48) 2=4 1 2. 
E E 
se 1+i li (—D(0 + 
1 + —- = E 
Qi) 1+i i 1? 4 1? 1? 
li 2 — 2i 
2 0-9+0-2_3_3, % 
2 E: 
Hemos introducido tres funciones Discusión 
* * 
Arg :z-——>Argz (ze C,z 40), 
mód : -——>|z| (ze C), 
conj : 2 > (z € C), 
las cuales aparecen frecuentemente en los cálculos entre complejos. 
Su utilidad depende en mucho de lo familiarizados que estemos en 
su comportamiento con relación a la adición y a la multiplicación. 
En los ejemplos siguientes esperamos ganar alguna práctica en esto. 
27.43 La desigualdad triangular 27.4.3 
Hemos visto que las aplicaciones adición y módulo no son compati- Tema principal 
bles, lo cual nos imposibilita para establecer una ecuación del tipo e 
Iz, + za] = 12,1 ODlzal. 
No obstante, podemos demostrar la desigualdad triangular: Definición 1 
* hh $ 
[z, + za € lz,| +22) 
Ya hemos visto un resultado equivalente en la Unidad 22, Algebra 
lineal I pero este es interesante e instructivo para demostrarlo ha- 
ciendo uso del álgebra compleja. 
[z, + za]? = (2, + z)(2, + 23) (por (iv)) 
= (2, + 29)(2, + 22) (por (ii)) 
= Z1Z1 + Z2Z1 te 2,2) + Z2Z2 ; (por la 
distributividad) 
=|z/1? + 2,2, + 2,2, +Iz21? (por (iv)). 
Nótese que 222, = 222, (por (iii)) = 2221 (por (vii)), es decir, 2223; 
es el conjugado de 2,22, y cuando se suma un número complejo con 
su conjugado esto nos da, simplemente, dos veces su parte real (por 
(v)). Entonces, 
[z, + za/? E |z,1? + 2 Re (2,2,) + Iza/?. (continúa en la página 39) 
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Solución 27.4.2.4 Solución 27.4.2.4 


Emprenderemos la solución a este problema con el mismo método del 
ejemplo anterior. 


Comenzamos por escoger cuatro números z,, z2, 23 Y 24 tales que 


[z,] = 122 


Izal = Iza). 
Examinaremos luego a 

IZ +23 y  lz2+24 
ya 

lz, Oz y  l2¿0 2d. 


Esto podemos hacerlo de dos maneras: numéricamente, escogiendo 
números adecuados o, interpretando geométricamente el problema, 
como en el ejemplo 2. En términos geométricos, si los módulos son 
iguales, entonces los dos números pertenecen a la circunferencia cuyo 
centro es el origen y cuyo radio es el módulo común. Es útil recordar 
que r = |z|; así, es posible que se facilite el trabajo en coordenadas 
polares. 


Mediante una elección conveniente de 2,, 22, 23 Y 24, por ejemplo, 
Zi E X, Z2 = 1, 
Zy = E l4= - l; 


puede verse que la aplicación módulo no es compatible con la adición. 
(Véase el ejemplo 1 en la Sección 3.2.1, Unidad 3, Operaciones y mor- 
fismos.) Por otra parte, en coordenadas polares sabemos que 


(r,,0,) o(r2, 02) = (r,r2, 0, + 02), 
21 z2 21 Y 22 
de manera que |z, 9 z2| =rir2= |21|X |22]. 


Entonces la multiplicación es compatible con la operación módulo y 


la operación binaria inducida en R¿ es la multiplicación. EE 

Solución 27.4.2.5 Solución 27.4.2.5 
Si 21=x1 Fly Y 22=xXx2 + 1y2. 

entonces 


21 + 22 =(X, + x2) + i(y, + y2) 


2, +22 =(%, + X2) — (y, + y2) 
= (x, — 1y1) + (%, — iy2) 
=Z, +2». 
Así, la operación binaria inducida por la adición es la adición. 


En forma análoga se puede demostrar que 


Z12 = Z/Z, 
de modo que la operación inducida por la multiplicación es la mul- 
tiplicación. a 
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En el próximo ejercicio nos toca demostrar que para cualquier número 
complejo z, 


Re (2) < |]. 
Aplicando este resultado al complejo 222,, tenemos que 
Re (272,) < |272,| 
lo cual nos permite concluir que 
[z, + za1? < |2,1? + 22,2,] + 221? 
= |2,1? + 227112,1 + |z21? (by (1) 
=|2,1? + 222/21 + 1221? (by (ix) 
= (2,1 + |22)). 
Como el módulo es positivo o cero, podemos deducir que 
[z, + za] < 12,1 + 1221. 


Obsérvese que esta es una desigualdad entre números reales. 
Ejercicio 1 


Demostrar que 
(a) Re (2) < l2| , 
(b) |z, — zal > l12,1 — lza1!. Es 


27.44 Productos en forma polar 


Frecuentemente es una buena idea convertir un número complejo 
z = x + ly en su forma polar* antes de multiplicar; así, 


x + iy = r(cos O + ¡sen 0), 


donde 6 es un valor de arg z. 


Esto es particularmente útil cuando se trata de calcular potencias 
enteras grandes de 2. 


Si 2, = rilcosó, + ¡sen0,) y 22 = ralcosóz + ¡sen0,), de 
las definiciones de suma y multiplicación sabemos que 


2,27 = r,ra(cos (0, + 0,) + i sen (0, + 0))). 
Podemos ver que si 2 =r(cos 0 + ¡sen 0), entonces 
z? = r?(cos 20 + i sen 20) 
y, en general, 
z” = r'(cos n0 + i sen n0). 


Veremos cómo, para demostrar los últimos resultados, utilizaremos 
el método de la inducción matemática (Unidad 17, Lógica Il). 


Primer paso 


z* = r' (cos 10 + i sen 10). 


* Algunos autores abrevian cos0 + ¡senf en cis0, 


39 


MB27.4.3, 27.4.4 


(viene de la página 37) 


Ejercicio 1 
(4 minutos) 


274.4 


Tema principal 
*. + * 


(continúa en la página 40) 


* Solución 27.4.3.1 
(a) Si z = x + ly, entonces 
21d? =x? + y, 
y como y?>0 
[47 > x?, 


de donde |z|> x = Re(2). 


(b) |z, — 221? = (2, — za)(2, — 2) (por (iv)) 
= (2, — 22)(2, — 22) (por (1i)) 
= 2,2, — 222, — 2,22 + 222) (por la distributividad) 
= |z,1? — 2 Re (2,2,) + |z21? (por (v)) 
> |z,1? — 22,2, + [z2/? (por (x)) 
=|2,1? — 22,122) + l21? (por (i) y (ix)) 


= (|z,] — Iza1)?. 


Entonces 


|z, — zal >]|l2,1 — |z211. a 


(viene de la página 39) 


Segundo paso 
Supongamos que 
2* = r' (cos k0 + ¡senk0) para algún k E Z*. 
Entonces 
zX+1 = (cos k0 + i sen k0)r(cos O + ¡sen 0) 
=  *l(cos k9 cos O — sen k0 sen0) 
+ i(sen k0 cos O + cos k0 sen 0), 
es decir, z*+1= rk+Wcos(k + 1)8 + i sen (k + 10). 


Como la conjetura es cierta para n = 1, y resulta también verdadera 
para n=k+1 al suponerla cierta para n =k(k E Z*), se con- 
cluye que es cierta para todo n € Z*. 


n 


Nótese también que 2” = r”(cosó + ¿sen0)” de manera que 


(cos 6 + ¡sen 0Y' = (cos n8 + i sen n6) 
para cualquier entero positivo n. Este resultado es un caso especial 
de un teorema conocido como el Teorema de De Moivre. 
Ejemplo 1 
Para calcular (1 + ¿)'% primero escribimos 1+i en su forma polar 
¿2 cos * +isenZ 
4 4)" 


Entonces 


(1 + ¿)10= arcos 2 pe ¡sen 


= 32(0 + i) = 32i 
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Solución 27.4.3.1 


(Véase RB10) 


Ejemplo 1 


Este método es en esencia el mismo, pero el teorema de De Moivre 
nos facilita notablemente el trabajo. 


Ejercicio 1 Ñ 
Utilizando el hecho de que 

(cos O + ¡sen 9) = (cos 10 + i sen m6) 
demostrar que 


cos 39 = cos? 9 — 3 cos O sen? 6. a 
Ejercicio 2 
Si 2 =14(1 +1V3), 


calcular |z”| para cualquier entero positivo n. a 


27.45 Conjuntos de puntos del plano complejo 

Con frecuencia es conveniente especificar un subconjunto particular 

del plano complejo, y a veces es posible hacer esto en términos del 

argumento, el conjugado y el módulo. 

Ejemplo 1 

Indicar qué representa en el diagrama de Argand el conjunto 
la:z=23)]. 


Siz=x+1y, y 2 =2, entonces 


x+iy=x- iy 


Igualando partes imaginarias, obtenemos y = —y osea, y =0, 
En otras palabras, este conjunto coincide con el eje real. L 
Ejemplo 2 

Representar en el diagrama de Argand el conjunto |z:|z + 1| = 2]. 
Si |lz + 1| = 2, entonces “la distancia de 2 a —1 es 2”, de manera 


que z está sobre la circunferencia de centro en (—1, 0) y de radio 2. 


lz: |z+11=2) 
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Ejercicio 1 
(4 minutos) 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


27.4.5 


Tema principal 
+» 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2 


(continúa en la pagina 42) 
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Solución 27.4.4.1 Solución 27.4.4.1 
Para n = 3, tenemos que 
(cos O + ¡sen 8)? = cos 30 + ¡ sen30. 
Por otra parte, al desarrollar el producto obtenemos 
(cos 9 + ¡sen 0)? = cos? 9 + 3i cos? 9 sen O 
— 3cos O sen? 0 — ¡sen? 9 


Igualando las partes reales de los dos miembros derechos llegamos 
al resultado requerido. 15] 


Solución 27.4.4.2 Solución 27.4.4.2 


¿Ha tenido tropiezos? Si esto ha ocurrido posiblemente la causa está 
en tratar de trabajar con 2” antes de tomar el módulo. 


Utilícese el hecho de que |2”| = |z|”. La respuesta es (3)”. ES] 


(viene de la página 41) 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
: O : ] (3 minutos) 
Indicar los siguientes conjuntos en el diagrama de Argand. 


(i) [z:]z —- 11 <2) 
(ii) (z:ar8z = 3) 
(iii) (z:z + 2z = 1) 
(iv) [23058 (z —- 1) = 5 
(v) (2:0< Argz< 1) 
(vi) (0 < Argz < 513 < 1) 


(vii) (z:Jz — 11 =|z + 11) 


(viii) (z:]z — 41 <|z +11) a 

27.5 CONCLUSION 27.5 
Nos impusimos la tarea de extender el sistema de los números reales Resumen 
a otro en el cual la ecuación 2? = —1 pudiese ser resuelta. Logramos A 
realizar este trabajo mediante la definición del sistema de los núme- 

ros complejos; hemos visto que este sistema tiene las siguientes 
propiedades: 

C(1) El conjunto de los números complejos es cerrado para las ope- ca) 


raciones binarias de adición y de multiplicación. Es decir, 
para cualesquiera dos números complejos z¡ y 2, tanto la 
suma 2, +22 como el producto z,22 están definidos uní- 
vocamente y son, a su vez, números complejos. 
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C(2) La adición y la multiplicación son conmutativas y asociativas; C(2) 
además, la multiplicación es distributiva con respecto a la adi- 
ción. Esto es, 


721 +22=22+2 É . : 
» S . i propiedad conmutativa 


Z1Z2 = 2221 
21 + (22 + 23) = (2, + 22) +23 
Zi (2,23) = (2,22)23 


Z1(22 + 23) = 2,22 + 2123 propiedad distributiva 


p propiedad asociativa 


donde 21, 22 Y Z3 son números complejos cualesquiera. 


C(3) Existen dos números complejos 0 +10 y 1>+10 (diferentes C(3) 
entre sí) con las propiedades de que, para cualquier número 
complejo z, 2 + (0 +10) = 2 y 2(1 +10) =z. 


C(4) Para dos números complejos a« y f cualesquiera, la ecuación C(4) 


a+z=B 


tiene solución única, que denotamos por 2 = B — «a. Para cua- 
lesquiera dos números complejos a y 8, si aX0 + 50, la 


ecuación 
az =B 

tiene una única solución compleja, denotada por 
0 


Sería conveniente comparar cuidadosamente estas propiedades con 
las propiedades Re(1), Re(2), Re(3) y Re(4) del sistema de los nú- 
meros reales, dadas en la Sección 6.1.1 de la Unidad 6, Desigualdades. 
La propiedades C(1), C(2), C(3) y C(4) corresponden, respectivamente, 
a las propiedades Re(1), Re(2), Re(3) y Re(4) del sistema de los nú- 
meros reales. Esto es, hemos extendido el sistema de los números 
reales, conservando estas importantes propiedades. 


Nuestra extensión al sistema de los números complejos nos asegura 
que cualquier ecuación cuadrática tiene dos raíces. Supongamos que 


w+bw+c=0, 


entonces 


 _ bir de 
A 


Si b? > 4c, entonces tenemos dos raíces reales (estas son iguales 
si b? = 4c). Si b? < 4c, entonces, de acuerdo con Pacioli, la ecua- 
ción sería “imposible” (es decir, el conjunto solución sería vacío); 
estamos completamente de acuerdo con esta afirmación, si la ecuación 
se aplica solamente a los números reales. Sin embargo, si queremos 


buscar números complejos que satisfagan 
wWibw+c=0, (continúa en la página 45) 
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Solución 27.4.5.1 


(i) “La distancia de z a l es menor o igual a 2”. 


(11) 


(111) Si 2+ 22 =1 y 2 = x + ly, entonces 


3x—iy=1, 
Así, 3x = 1 y y =0. La respuesta en el diagrama es el punto 
único (3,0). 
(iv) 


z:Arglz-1)= 2 


LO z y 4 T % 
La solución es una “línea media” en un ángulo 4 para el eje 
real que pasa por el punto z = 1. 


(v) 


(2:0<Argz<m) * 
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Solución 27.4.5.1 


MB27.4.5, 27.5 


La solución es el semiplano superior incluyendo el eje real 


(vi) 


(z:0< Argz<3, |2| <1) 


(vii) 


l f2: Iz-1|= |z+11) 


-1 +1 


“La distancia de z a 1 es igual a la distancia de 2 a —1”; 
así, el conjunto coincide con el eje imaginario. 


(viii) 


“La distancia de 2 a 1 es menor o igual a la distancia de 2 a 
—1”. El conjunto es el semiplano derecho, incluido el eje ima- 
ginario. E 


(viene de la página 43) 


entonces siempre será posible hallar dos números que la satisfagan. 
Si b?< 4c, es fácil comprobar que 


e bd de — 
a 


son los números requeridos. 
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Es posible demostrar que todo polinomio de grado n tiene exacta- 
mente n raíces complejas (puede ocurrir que algunas se repitan). Por 
ejemplo, la ecuación 


tiene cuatro raíces, a saber 


1+i —-1-i-1+i1-i 

y" 4" 4242 
Se puede comprobar fácilmente que estos números son, realmente las 
raíces de la ecuación; podríamos preguntarnos: ¿cómo se pueden en- 
contrar? Esto es parte del tema que desarrollaremos en la unidad 
siguiente sobre números complejos. 
En la siguiente sección discutiremos también funciones complejas 
cuyos dominios y codominios son subconjuntos de C. Desafortunada- 
mente no tendremos tiempo de demostrar algunas elegantes partes 


del análisis complejo que constituyen el material que se desarrolla 
cuando se aplican las ideas del cálculo a las funciones complejas. 
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